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Prehled

© Vypocty v pocitadi



Matematicky popis a vypocet v pocitaci

Matematika, Pocitac,
spojitost, <~ diskrétni hodnoty,
0. konecno.
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kde o zastupuje operace +, —, %,/ a fl(-) oznaluje, Ze vypolet
byl proveden v konecné aritmetice pocitace.



Cisla v pocitaci, pravidla

@ Reprezentace cisla v pocitadi

exponent fraction
sign (11 bit) (52 bit)
If 1 1
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63 52 Q

e Standardni model konec¢né aritmetiky predpoklada
fifz o y)=(z o y)(l+e), |<nu,

kde o zastupuje operace +, —, %,/ a fl(-) oznaluje, Ze vypolet
byl proveden v konecné aritmetice pocitace.

@ Snaha o pochopeni chovani algoritmi v pocitaci
numericka (numerus = &islo, vydisleni pomoci Eisel)
analyza (analyzovat, pochopit, rozebrat do detaild).
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Numericka stabilita algoritma

P#im4 analyza Zpétna analyza
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Algoritmus f(z) je zpétné stabilni, pokud plati

A(f(x)) = f(&) pro n&jaké 7 spliujici 1= =2l _



Kde se ztraci presnost?
Ptiklad 1: Velka &isla

Binary Represemtation'
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Kde se ztraci presnost?

P¥iklad 2: Odeditani dvou blizkych &isel

Vypocet
a—b

)

C
kde a = b, |c| =~ |a — b| — vyruseni cifer, ztrata pFesnosti.
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Kde se ztraci presnost?

P¥iklad 2: Odeditani dvou blizkych &isel

Vypocet
a—b

)

c
kde a = b, |c| =~ |a — b| — vyruseni cifer, ztrata pFesnosti.
Priklad: Vyhodnoceni funkce

2\ 2
f(J:):l_COS('T/):1<EHiZ> v z=12%1078.
2

2 2
cos(z) = 0.999999999999999928
fl(cos(z)) = 0.99999999999999989
1 —cos(z) = 0.7200000000000000 % 10~1¢
fl(1—cos(z)) = 1.1102230246251565 % 10~1°

(1 —cos(x))/z?) = 0.77098821154524766
A(f(z)) = 05.



Prehled

© Numericky vypocet gradientu



Numericky vypocet derivace (gradientu)

Necht |f”(z)| < L na dané oblasti, potom
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Numericky vypocet derivace (gradientu)

Necht |f”(z)| < L na dané oblasti, potom

OF _ Jedhed 2 J@ 4 5 ol <

O h
Plati
gi _ ﬂ(f(w+hei]3>ﬂ(f(x>) b 4 G,
5. = Jathe) —f@) A(f@@the)) - (/@)

h h
(flx+he) =A(f(z + he)) — f(x) +A(f(x))).

SES



Numericky vypocet derivace (gradientu)

aneb , Kolik tfesni, tolik visni*
Predpokladejme, ze v konecné aritmetice

11(f(y) = FW] < ul[flloo-
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Numericky vypocet derivace (gradientu)

aneb , Kolik tfesni, tolik visni*
Predpokladejme, ze v konecné aritmetice

11(f(y) = FW] < ul[flloo-

Potom
813 h u hs
- 2 o L
bu + 0u] <ol + ] < Z2M o LY

Minimalizujeme horni mez pres h,

- o (7).
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Prehled

© Gaussova eliminace
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Numericka analyza Gaussovy eliminace

@ 40 léta minulého stoleti poprvé implementovana na poditadi,

@ John von Neumann, Alan Turing, James H. Wilkinson.

12



Gaussova eliminace miize davat nepresné vysledky

,Politovanihodné nedopatreni, ke kterému dochazim maximalné .. x za 10 let"

@ Velikost prvkli mize pfi eliminaci rlst

1 0 0 0 1]e
-1 1 0 0 1]e
-1 -1 1 0 1| e
-1 -1 -1 1 1]e
-1 -1 -1 -1 1]e

13



Gaussova eliminace miize davat nepresné vysledky

,Politovanihodné nedopatreni, ke kterému dochazim maximalné .. x za 10 let"

@ Velikost prvkli mize pfi eliminaci rlst

1 0 0 0 1]e
0 1 0 0 2| e
-1 -1 1 0 1| e
-1 -1 -1 1 1]e
-1 -1 -1 -1 1]e

13



Gaussova eliminace miize davat nepresné vysledky

,Politovanihodné nedopatreni, ke kterému dochazim maximalné .. x za 10 let"

@ Velikost prvkli mize pfi eliminaci rlst

1 0 0
0 1 0
0 -1 1
-1 -1 -1
-1 -1 -1

_— -0 O O
— o= NN
e o o o o

13



Gaussova eliminace miize davat nepresné vysledky

,Politovanihodné nedopatreni, ke kterému dochazim maximalné .. x za 10 let"

@ Velikost prvkli mize pfi eliminaci rlst

1 0 0 0 1]e
0 1 0 0 2| e
0 -1 1 0 2| e
0o -1 -1 1 2| e
-1 -1 -1 -1 1]e

13



Gaussova eliminace miize davat nepresné vysledky

,Politovanihodné nedopatreni, ke kterému dochazim maximalné .. x za 10 let"

@ Velikost prvkli mize pfi eliminaci rlst

1 0 0 0 1]e
0 1 0 0 2| e
0 -1 1 0 2| e
0o -1 -1 1 2| e
o -1 -1 -1 2| e

13



Gaussova eliminace miize davat nepresné vysledky

,Politovanihodné nedopatreni, ke kterému dochazim maximalné .. x za 10 let"

@ Velikost prvkli mize pfi eliminaci rlst

0
0
1
-1
-1

(el eloNall
_— -0 O O
N DN =N
e o o o o

13



Gaussova eliminace miize davat nepresné vysledky

,Politovanihodné nedopatreni, ke kterému dochazim maximalné .. x za 10 let"

@ Velikost prvkli mize pfi eliminaci rlst

_— o O = O
N B RN
e o o o o

0
0
1
-1
-1

(el eloNall
_— -0 O O

13



Gaussova eliminace miize davat nepresné vysledky

,Politovanihodné nedopatreni, ke kterému dochazim maximalné .. x za 10 let"

@ Velikost prvkli mize pfi eliminaci rlst

0
0
1
-1
-1

(el eloNall
OO O RO
_— -0 O O
N N S
e o o o o

13
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Gaussova eliminace miize davat nepresné vysledky

,Politovanihodné nedopatreni, ke kterému dochazim maximalné .. x za 10 let"

@ Velikost prvkli mize pfi eliminaci rlst
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Gaussova eliminace miize davat nepresné vysledky

,Politovanihodné nedopatreni, ke kterému dochazim maximalné .. x za 10 let"

@ Velikost prvkli mize pfi eliminaci rlst

1 0 0 0 1]e
0 1 0 0 2| e
0 0 1 0 4] e
0 0 0 1 8| e
0 0 0 0 16 |

@ n rovnic o n neznamych — velikost prvku je

on—1

P¥i praktickych vypoctech dochazi k velkému ristu velikosti
prvki ztidka, nutné ale kontrolovat béhem vypoctu.
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Priklad reSeny na pocitaci, 56 neznamych

Zvolme hodnoty proménnych (fesenfi), napfiklad
1,-1,1,...,—1,1,-1]
a dopoctéme pravou stranu
0,-3,0,—3,...,0,-3,0,—2].

Resime soustavu tvaru

1 0 0 0 0 1| 07
-1 1 0 0 0 1]|-3
-1 -1 1 0 0 1| 0
-1 -1 -1 1 0 1|-3]|"
-1 -1 -1 -1 1 1| 0
-1 -1 -1 -1 -1 1|-2|

ale pro 56 neznamych.
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Priklad reSeny na pocitaci, 56 neznamych

Zvolme hodnoty proménnych (fesenfi), napfiklad
1,-1,1,...,—1,1,-1]
a dopoctéme pravou stranu
0,-3,0,—3,...,0,-3,0,—2].

Resime soustavu tvaru

1 0 0 0 0 1| 07
-1 1 0 0 0 1]|-3
-1 -1 1 0 0 1| 0
-1 -1 -1 1 0 1|-3]|"
-1 -1 -1 -1 1 1| 0
-1 -1 -1 -1 -1 1|-2|

ale pro 56 neznamych. Pocitac spoCte nepresné feseni
,-1,1,...,-1,1,-1,1,0,2,—-1].
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@ Ortogonalizace
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Gram-Schmidtdv proces

e Dana baze {ai,...,an} podprostoru C*, n > m.

Gram-Schmidtiiv ortogonalizacni proces spocte
ortonormalni bazi {qi,...,qmn} takovou, ze

span{ay,...,ax} = span{q,...,qx}, k=1,...,m.
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Gram-Schmidtdv proces

e Dana baze {ai,...,an} podprostoru C*, n > m.

Gram-Schmidtiiv ortogonalizacni proces spocte
ortonormalni bazi {qi,...,qmn} takovou, ze

span{ay,...,ax} = span{q,...,qx}, k=1,...,m.

@ odecteme od a; jeho projekci na prostor generovany sloupci
1,y @r—1] = Qr—1

z = (I -Qr1Qy_1)ak,
ekvivalentné,
2= = qr—1gi_1)--- (I —q2q5)(I — q1q7) ax,
a normalizujeme

4 = z/|2]] -
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Gram-Schmidtdv proces

e Dana baze {ai,...,an} podprostoru C*, n > m.

Gram-Schmidtiiv ortogonalizacni proces spocte
ortonormalni bazi {qi,...,qmn} takovou, ze

span{ay,...,ax} = span{q,...,qx}, k=1,...,m.

@ odecteme od a; jeho projekci na prostor generovany sloupci

(91,5 k1] = Qr—1

z = (I = Qp1Qp—1) ax,
ekvivalentné,
z=(I = q-1q5-1) --- (I — @) — q147) ay,
a normalizujeme
a = z/||z]| -

@ Vede na klasicky a modifikovany Gram-Schmidtiv proces.
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Klasicky (CGS) a modifikovany (MGS) Gram-Schmidtiv

proces v konecné aritmetice

@ Ztratu ortogonality vektorii vypoctenych v aritmetice
s konecnou presnosti budeme méfit pomoci 2-normy matice

QTQ I
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Klasicky (CGS) a modifikovany (MGS) Gram-Schmidtiv

proces v konecné aritmetice

@ Ztratu ortogonality vektorii vypoctenych v aritmetice
s konecnou presnosti budeme méfit pomoci 2-normy matice

QTQ I

e A=lay,...,an]. Lze matematicky dokazat:

| Algoritmus | |Q7Q —I] |
CGS K (A)u
MGS k(A)u

|

Vysledek pro CGS: [L. Giraud, J. Langou, M. Rozloznik, 2005].
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Klasicky (CGS) a modifikovany (MGS) Gram-Schmidtiv

proces v konecné aritmetice

@ Ztratu ortogonality vektorii vypoctenych v aritmetice
s konecnou presnosti budeme méfit pomoci 2-normy matice

QTQ I

e A=lay,...,an]. Lze matematicky dokazat:

| Algoritmus | [QTQ —I] |
CGS K2(A)u
MGS k(A)u

Vysledek pro CGS: [L. Giraud, J. Langou, M. Rozloznik, 2005].

@ Lze potlacit vliv zaokrouhlovacich chyb a sestrojit témér
perfektné ortogonalni bazi?
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CGS algoritmus s opakovanou ortogonalizaci (ICGS)

aneb ,,J4 ovéem musim trvat na opakovani ceremonialu*

@ Prvni ortogonalizace: projektujeme a;

z=a — [(g_1ar) g1+ ...+ (¢ ar) ¢1] -

18
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CGS algoritmus s opakovanou ortogonalizaci (ICGS)

aneb ,,J4 ovéem musim trvat na opakovani ceremonialu*

@ Prvni ortogonalizace: projektujeme a;
z=ap — (gf_10k) g1 + - + (qf ax) @1] .
@ Opakovani ortogonalizace: projektujeme z
w=z-[(gf_12) qu—1+ ...+ (¢l 2) @] .
@ Dosadime-li za z do druhého vztahu,

w = ag—[(Glar+a_12) @1+ ..+ (¢l ap + i 2) @] .-
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CGS algoritmus s opakovanou ortogonalizaci (ICGS)

aneb ,,J4 ovéem musim trvat na opakovani ceremonialu*

@ Prvni ortogonalizace: projektujeme a;
z=ap — (gf_10k) g1 + - + (qf ax) @1] .
@ Opakovani ortogonalizace: projektujeme z
w=z—[(g}_12) @p—1 + ...+ (@ 2) a].
@ Dosadime-li za z do druhého vztahu,
w = ag = [(Gh_10k + qi-12) qp1 + -+ (6] ar + qf 2) @1].
e Staci jedno opakovani, potom
107G~ 1]l ~ u.

V)’/sledek [L. Giraud, J. Langou, M. Rozloznik, and J. van den Eshof, 2005].
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CGS algoritmus s opakovanou ortogonalizaci (ICGS)

aneb ,,J4 ovéem musim trvat na opakovani ceremonialu*

@ Prvni ortogonalizace: projektujeme a;
z=ap — (gf_10k) g1 + - + (qf ax) @1] .
@ Opakovani ortogonalizace: projektujeme z
w=z—[(g}_12) @p—1 + ...+ (@ 2) a].
@ Dosadime-li za z do druhého vztahu,
w = ag = [(Gh_10k + qi-12) qp1 + -+ (6] ar + qf 2) @1].
e Staci jedno opakovani, potom
107G~ 1]l ~ u.

V)’/sledek [L. Giraud, J. Langou, M. Rozloznik, and J. van den Eshof, 2005].
»No, zfejmé slusnej oddil, no."
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© Metoda sdruzenych gradient
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Formulace problému

Uvazujme systém
Az =10

kde A € R™*" je symetricka, pozitivné definitni.
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Formulace problému

Uvazujme systém
Az =10

kde A € R™*" je symetricka, pozitivné definitni.

o A je velkd a Fidka,
@ nepotfebujeme znat presné feseni,

@ jsme schopni realizovat Av (v je vektor).

Bez Gjmy na obecnosti, ||b|| =1, o9 = 0.

20



Metoda sdruzenych gradientf

input A4, b
zg=0,70=po="b
for k=0,1,2,... do

T‘Z;Tk
Y = T
Py AP
Tkl = T+ VePk
Thel = Tk — VRADE
T
Tht1Tk+1
Okt1 = — p——
Tk Tk
Pktl = Tkyl+ Opr1Pk

test kvality x5

end for

21



Matematické vlastnosti CG

optimalni vlastnost

kty Kryloviv podprostor,
Ki(A,b) = span{b, Ab, ..., A¥"1p} .

CcG — Ty Tk, Pk
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Matematické vlastnosti CG
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kty Kryloviv podprostor,
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Matematické vlastnosti CG

optimalni vlastnost

kty Kryloviv podprostor,
Ki(A,b) = span{b, Ab, ..., A¥"1p} .
CcG — Ty Tk, Pk
@ rezidua rg, ..., p_1 tvoii ortogonalni bazi KCx(A,b),
e vektory po, ..., pr—1 tvofi A-ortogonalni bazi KCx(A,b),
@ CG nalezne feSeni Az = b nejvyse po n krocich.

@ Aproximace feseni z; je optimalni

& = wxlla = min = ylla.

22



Vliv konecné aritmetiky

Zpozdéni konvergence, ztrata ortogonality, hladina limitni presnosti

JUPTT ==l x=x
10° | S kA
1 \,‘ —HX_XKHA
]
3 1
' “\_ =YVl
Py ===V
10°F o : 1
1 1
1 1
' '
H '
1 :
-10 ' :
107 ! ' ]
! i
1 1
; ;
I ]
1
107"} Lo 1
0 50 100 150 200

pocet iteraci
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Analyza chovani CG v konec¢né aritmetice

aneb ,Nemusi prset, jen kdyz kape“

@ [Paige 1972] ztrata ortogonality v Lanczosové algoritmu.
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aneb ,Nemusi prset, jen kdyz kape“

@ [Paige 1972] ztrata ortogonality v Lanczosové algoritmu.

@ [Greenbaum 1989]
e na vypocty FP CG aplikované na Az = b Ize hledét jako

o na vypocty pfesné CG aplikované na jiny systém Az = b, kde
A je symetricka pozitivné definitni matice.
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Analyza chovani CG v konec¢né aritmetice

aneb ,Nemusi prset, jen kdyz kape“

@ [Paige 1972] ztrata ortogonality v Lanczosové algoritmu.

@ [Greenbaum 1989]
e na vypocty FP CG aplikované na Az = b Ize hledét jako

o na vypocty pfesné CG aplikované na jiny systém Az = b, kde
A je symetricka pozitivné definitni matice.

o Neékteré teoretické vlastnosti CG ziistavaji zachovany i
v konecné aritmetice.

@ Zaokrouhlovaci chyby ,jsou pod kontrolou”, ale dochazi ke
e zpozdéni konvergence,

e zastaveni na hladiné maximalné dosazitelné presnosti.
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@ Metoda bikonjugovanych gradienti

25



Formulace problému

UvaZujme systém
Ax =1

kde A € R™ "™ je regularni, obecné nesymetricka.

o A je velka a ridka,
@ nepotiebujeme znat presné fesenf,
@ jsme schopni realizovat Av (v je vektor),

@ potfebujeme metodu s nizkymi pamétovymi naroky .

26



Metoda bikonjugovanych gradienti (BiCG)

Soucasné Feseni systémli
Ax = b, ATy = ¢.

input A4, b, ¢

o =1yo =0
ro=po=0>b s0=q =c

for k=0,1,...
_ LTk
Tk = qf Apy. '’
Tpt1 = Tk + V& Pk » Y+l = Yk + Yk QK
Thyl = Tk — o Apy, k1 = sk — Yk Al gn

T
Sk4+1Tk+1
T
Sk Tk

Ok41 = ,
Pktl = Thtl + Okt1Dks  Qkt1 = Sk+1 + Okt1 Gk

end
27



BiCG v konec¢né aritmetice

»,Nebudem se poustét do zadnych vétsich akci."

young3c
10° 1
0 l

10 | B L‘:.f.‘ ! 4
107°
10—107

—| M || BiCG

---|lr, || BiCGStab

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
number of iterations
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/avér

@ Zaokrouhlovaci chyby je nutné brat v Gvahu, Casto
podstatné ovliviiuji chovani algoritm.
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/avér

@ Zaokrouhlovaci chyby je nutné brat v Gvahu, Casto
podstatné ovliviiuji chovani algoritm.

o Jeden z ukolii numerické analyzy - snaha pochopit vliv
zaokrouhlovacich chyb na chovani algoritmu a kvalitu
spocteného vysledku.
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/avér

@ Zaokrouhlovaci chyby je nutné brat v Gvahu, Casto
podstatné ovliviiuji chovani algoritm.

o Jeden z ukolii numerické analyzy - snaha pochopit vliv
zaokrouhlovacich chyb na chovani algoritmu a kvalitu
spocteného vysledku.

[Nicholas J. Higham, Accuracy and Stability of Numerical Algorithms, SIAM, 2002]
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